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1. Integralrechnung

1.1. Lokale Anderungsrate und Gesamtiinderung

Ist der Verlauf der lokalen (momentanen) Anderungsrate einer GroRe durch ihren Graphen gegeben,

so kann man die Gesamténderung der GrofRe in einem Intervall [a; b] als Mal3zahl des

Flacheninhalts A zwischen dem Graphen und der x-Achse innerhalb des Intervalls deuten und somit

ermitteln.

1.2. Das Integral

Definition:

Die Funktion f mit f(x) >0 sein auf dem Intervall [a;b] definiert. Dann nennt man den

gemeinsamen Grenzwert lim U, = lim O, von Unter- und Obersumme das Integral der Funktion f

n—+o0 n—-+o0
zwischen den Grenzen a und b.

Dieser gemeinsame Grenzwert entspricht von seinem Wert her dem Inhalt der Flache zwischen dem

Graphen von f und der x-Achse tiber dem Intervall [a;b].

b
Wir schreiben dafir: If(x)dx (lies: Integral von f(x) dx von a bis b).

1.3. Das Integral als Flichenbilanz; die Integralfunktion

Satz:

Fur eine Funktion f, die in einem Intervall [a;b] definiert ist, gilt:

Falls
f(x,) =0 und
f(x) >0 fir alle x e[a;b]:  f(x) <O fir alle x €[a;b] Vorzeichenwechsel von f (x)
beix, [a;b]
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Definition:

Die Funktion f:t+ f(t) sei mit ihrem Definitionsbereich D, gegeben. Dann heif3t fiir a € D, die

Funktion I, :x If(t) dt Integralfunktion von f zur unteren Grenze a.
a

1.4. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Die Funktion f:t—f(t) sei im Intervall [a;b] definiert.
Dann gilt fr die Integralfunktion I, : x — J'f(t)dt:

I;(x) =f(x) fir xe[a;b].

Kurz: Die Integralfunktion I, von fist eine Stammfunktion von f.

Bemerkung: Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation.

Satz (Berechnung von Integralen):

Die Funktion f sei in dem Intervall [a;b] definiert.

Ist F eine beliebige Stammfunktion von f in diesem Intervall, dann gilt:

if (x)dx=F(b) — F(a).

1.5. Stammfunktionen
Stammfunktionen: Eine kleine Ubersicht
n 2 1 1 _ vl X
f(x) X X X 1 IX = x2 ;—X e In x
1 ) 1,11, 2 2 2
F(x) | —x""'neN | =x =X X Sxe =2y In|x X ) _
() 1 3 > 3 3«/x_ | e X-Inx —x

Skizzieren von Stammfunktionen:

Um bei gegebenem Graphen G, einer Funktion f den Graphen einer Stammfunktion von f zu

skizzieren, nutzt man charakteristische Punkte des Graphen von f, wie Null- und Extremstellen, und

beachtet Vorzeichenbereiche von G; .
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1.6. Eigenschaften von Stammfunktionen und Integralen

Satz:
Sind G und H jeweils Stammfunktionen von g und h, so gilt fir alle ce R:
Ist f:xH—>c-g(x) bzw. f:x+—g(Xx)+h(x), soist

F: X c-G(x) bzw. F: x> G(X)+H(X) eine mogliche Stammfunktion.

Satz:

Sind die Funktionen f und g auf einem Intervall | definiert, dann gilt fir alle ce R und alle a,bel:

.Tc-f(x)dx = c-if(x)dx j‘[f (x)+g(x)]dx = _Tf(x)dx +jlg(x)dx :

1.7. Flichenberechnungen mit dem Integral

\orgehen bei der Berechnung des Flacheninhalts zwischen dem Graphen einer Funktion f und der
x-Achse tber dem Intervall [a;b]:

1. Bestimmen der Nullstellen von f.

2. Ermitteln des Vorzeichens der Funktionswerte f(x) in den Teilintervallen, d.h. ermitteln, ob

das jeweilige Flachenstiick unterhalb oder oberhalb der x-Achse liegt.

3. Berechnen der Inhalte der Teilflachen und Addieren der Werte.

Satz:
Fir den Inhalt A der Flache zwischen den Graphen zweier Funktionen f und g, die sich im Intervall

[a;b] nicht schneiden, und den Grenzen x =a und x=b gilt:

b

A=|[[f()-g(x)]d

a

\Vorgehen bei der Berechnung des Flacheninhalts zwischen den Graphen zweier Funktionen f und g

tiber dem Intervall [a;b]:
1. Bestimmen aller Schnittstellen z,,z,,...,z, der beiden Graphen in [a;b].

2. Berechnen der Inhalte der Teilflachen Uber [a;z,],[z,.2,].....[z,,b] und Addieren der Werte.
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1.8. Ins Unendliche reichende Fliachen

Definition:

Existiert fuir eine im Intervall [a;+oo[ bzw. ]a;b] definierte Funktion f

b—+o0 z—a

b b
lim j f(x)dx bzw. lim [ (x)ax ,

so heil’t dieser Grenzwert das uneigentliche Integral tber dem betreffenden Intervall.




