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5. Geraden und Ebenen im Raum

5.1. Lineare Abhéingigkeit und Unabhéngigkeit von Vektoren

Definition:
Die Vektoren ai, i, ey a heiB3en linear abhiingig, wenn mindestens einer dieser Vektoren als

Linearkombination der anderen Vektoren darstellbar ist.

Andernfalls heiflen die Vektoren linear unabhingig.

Satz:
Im R? sind héchstens zwei Vektoren,
im R® sind hochstens drei Vektoren,
linear unabhéngig.
Jeder weitere Vektor ldsst sich eindeutig als Linearkombination dieser linear unabhédngigen

Vektoren darstellen.

In der Grafik sind die drei Vektoren a,b,C linear

unabhédngig, weil durch eine Linearkombination

aus diesen drei Vektoren jeder andere Vektor im B S S

Raum dargestellt werden kann, so z.B. auch der

Vektor d . c

Beachte:
Zwei Vektoren im R® sind linear unabhiingig, wenn kein Vektor Vielfaches des anderen ist.

Lisst sich im R® ein Vektor als Linearkombination von zwei anderen (linear unabhingigen)

Vektoren darstellen, so nennt man alle drei Vektoren linear abhingig.

5.2. Vektorielle Darstellung von Geraden

Satz und Definition:

Jede Gerade g lésst sich durch eine Gleichung in der sogenannten Parameterform

X =A+\-U mit dem Parameter A € R beschreiben.

Hierbei ist A der Ortsvektor eines Punktes der Geraden (Aufpunkt) und ﬂ(ﬁ #* 6) ein /}/

A/U

Richtungsvektor von g. 7
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Merke: Die Schnittpunkte der Gerade mit den Koordinatenebenen nennt man Spurpunkte.
Mit Hilfe dieser Spurpunkte lésst sich die Lage der Geraden im Raum bzw.

Koordinatensystem leichter veranschaulichen.

Berechnung: Setze X, =0 und bestimme in der Parameterform der Geraden A . Damit
berechne dann die Koordinaten des Spurpunktes mit der X,X,-Ebene. Verfahre dann mit den

beiden anderen Ebenen genauso.

Die senkrechte Projektion P’ eines Punktes P(p1 |p, | p3) in die X,X,-Ebene erhélt man als

Schnittpunkt dieser Ebene mit der Parallelen zur X,-Achse durch P. P’ hat dann die

al ul
Koordinaten P'( PP, | O). Fiir die Projektion einer Geraden g: X = a, |+A-| u, | folgt also:
a, u,

5.3. Gegenseitige Lage von Geraden

Im R® kdénnen zwei Geraden g: X=A+Xi-u und h:X=B+ LL- V in folgender Weise

zueinander liegen:

U und V sind linear abhingig, d.h. vV=r-u U und V sind linear unabhéngig
g = h: Geraden sind identisch: Geraden g und h schneiden sich in einem
Punkt
g|| h: Geraden sind parallel G und h sind windschief

Zur Bestimmung der gegenseitigen Lage von Geraden setzt man die Parameterdarstellungen
beider Geraden gleich und wandelt dies in ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten um.
Zu Beginn sollte man allerdings immer priifen, ob die beiden Richtungsvektoren linear
abhéngig sind, d.h. der eine als ein Vielfaches des anderen Vektors dargestellt werden kann.
Ist dies der Fall, fiihrt eine Punktprobe sehr schnell zum Ergebnis (z.B. den Aufpunkt des

ersten Vektors priifen, ob er auch auf der zweiten Geraden liegt.)
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Priifschema zur Bestimmung der gegenseitigen Lage von zwei Geraden

g:X=A+A-Uuund h:X=B+p-v

Sind U und V linear abhingig?

Ja nein
g parallel zu h g nicht parallel zu h
Liegt A auf h? (Punktprobe) Hat A+A-U=B+p-V eine Losung?
Ja nein ja nein

‘ g und h sind
g und h schneiden
g=h gllh zueinander
sich in einem Punkt S ) )
windschief

5.4. Vektorielle Darstellung von Ebenen

Satz und Definition:

Jede Ebene E ldsst sich durch eine Ebenengleichung in Parameterform beschreiben:

u

E:X:K+K-a+u-(/(k,ueR).

v

Hierbei ist A der Ortsvektor eines Aufpunktes. U und Vv sind zwei linear unabhéngige \

Richtungsvektoren.

Ist die Ebene E durch drei Punkte A, B und C gegeben, die nicht auf einer Geraden liegen, so

kann man z.B. U=AB und v=AC als Richtungsvektoren wéhlen.

Um die Lage der Ebene E im Koordinatensystem zu veranschaulichen, bestimmt man die
Schnittpunkte der Ebene mit den Koordinatenachsen und zeichnet die Schnittgeraden der
Ebene mit den Koordinatenebenen, die sogenannten Spurgeraden der Ebene.

Den Schnittpunkt der Ebene z.B. mit der X, -Achse erhilt man, indem man in der

Parametergleichung von E gleichzeitig X, =0 und X; =0 setzt. -

1

2
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5.5. Normalenform der Ebenengleichung

Satz und Definition

Jede Ebene lésst sich durch eine Ebenengleichung in Normalenform beschreiben:

Ist die Ebene E durch einen Aufpunkt A und einen Normalenvektor n festgelegt, so

unterscheidet man folgende Darstellungen der Normalenform:

Vektordarstellung: No (X — K) =0

Koordinatendarstellung: NX, +N,X, +N3X; +Ny =0 mit Ny =—(na, +n,a, +na,).

Ist die Ebenengleichung in Parameterform gegeben durch E: X=A+L-U+ IR v (X, [TRS ]R) , SO

liefert das Vektorprodukt N=uUxV einen Normalenvektor.

Definition (Hesse sche Normalenform der Ebenengleichung):

Vektordarstellung: nT) ° (Y - K) =0
Dabei ist der Einheitsvektor n, zu N so gerichtet, dass N, oA >0 ist, d.h. der Winkel

zwischen A und nf, ist spitz.

N Xy +N,X, + N X +Ng

=0.
+/n? +n2 +n?

Dabei ist das Vorzeichen vor der Wurzel so zu wihlen, dass

Koordinatendarstellung:

Ny

(n)

<0 wird.

I+

5.6. Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene

Satz:
Die gegenseitige Lage der Geraden g: X =A+A-U und der Ebene E:n o(? — §) =0 lasst
sich bestimmen, indem man die Anzahl der gemeinsamen Punkte von g und E untersucht.

Setzt man den Ortsvektor X aus der Gleichung fiir g in die Normalengleichung fiir E ein, so

erhilt man die Gleichung:
nel (A+2-u)-B|=0

zur Bestimmung der Parameterwerte fiir die gemeinsamen Punkte.

Hat diese Gleichung genau eine Losung, dann schneiden sich g und E in einem Punkt.
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Gilt insbesondere U=r-n (mit einem r € R), so ist g senkrecht zu E.
Hat diese Gleichung keine Losung, so sind g und E parallel.

Hat diese Gleichung unendlich viele Losungen, so liegt g in E.

5.7. Gegenseitige Lage von Ebenen

Um die gegenseitige Lage der in Normalenform gegebenen Ebenen E :no (X — ,K) =0 und

F:mo (? — E) =0 zu untersuchen, kann man folgendermallen vorgehen:

Sind die Normalenvektoren n und m linear abhingig?

Ja nein
E|F E und F schneiden sich in einer Geraden.
Haben E und F gemeinsame Punkte? Die gemeinsamen Punkte erhilt man durch
ja nein Ldsen des Gleichungssystems aus den
E=F E|F und E£F Koordinatendarstellungen.

Gegeben sind die beiden Ebenen E: X, —2X,+3X;—6=0 und F:X, +2X,+X,—-4=0.

1 1
(1) Die Normalenvektoren | —2 | und | 2 | sind offensichtlich nicht linear abhéngig.
3 1

(2) Nun gilt es das Gleichungssystem zu 16sen:
(1) x,—2x,+3x,-6=0 () x,—2x,+3%x,-6=0
(Mx; +2x,+X,—-4=0 (X, +2x,+X,—4=0 -1 (I)4x,-2x,+2=0
Da dieses Gleichungssystem unterbestimmt ist (zwei Gleichungen mit drei
Unbekannten), ist nun eine der beiden Variablen in (III) durch A zu ersetzen. Wir

wiéhlen A =X, , was zu

(1) 4x, -21+2=0< X, :%k—%.

Nun gilt es noch eine Gleichung aus (I) und (II) zu ermitteln, die nur X; und X,
enthilt:

I) X, —2X,+3x,-6=0
1, 2 : . Mit A =X, folgt nun:
(Mx, +2x,+x,-4=0 1+1 (l)2x,+4x,-10=0

(1) 2%, +4%.-10=0 < X, =—2% +5.
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X —2h+5
(3) Der Losungsvektor ist damit: | X, |=| 0,5A—0,5 |, was zur Schnittgeraden g fiihrt:
X, A
5 -2
g:X=|-0,5|+A| 0,5
0 1
5.8. Abstandsbestimmungen

(1) Abstand Punkt — Gerade

Um den Abstand d eines Punktes P von einer Geraden ¢ : X =A+X\-U zu berechnen, kann

man so vorgehen:

1. Aufstellen der Gleichung einer Ebene E, die P enthélt und senkrecht zu g ist:

Vektordarstellung der Ebene E mit dem Normalenvektor u und dem Aufpunkt P.
2. Bestimmen des Schnittpunkts F der Ebene E mit der Geraden g:
Einsetzen von g in die Normalenform der Ebenengleichung von E und Berechnung
von A, Einsetzen von A in die Geradengleichung von g und Bestimmen der
Koordinaten von F, also des Lotfu3punktes von g auf E.
3. Berechnen des Abstandes der Punkte P und F:

Berechnen der Vektorlidnge ‘ﬁ‘ .

(2) Abstand zweier paralleler Geraden

Wie unter (1), dabei kann der Abstand eines beliebigen Punktes der Geraden h von der
Geraden g untersucht werden.

(3) Abstand zweier windschiefer Geraden

Den Abstand zweier windschiefer Geraden g: X=A+A-U und h: X=B+ - Vv berechnet

man folgendermaf3en:
1. Man bestimmt zunéchst eine Hilfsebene E, die g enthélt und zu h parallel ist. Thre
Gleichung lautet in Normalenform: E: (G X \7) o (7 - ﬂ) =0:
Bilde also zundchst das Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren und benutze den

Aufpunkt von g als Aufpunkt der Ebene E.
2. Der Abstand der windschiefen Geraden g und h ist gleich dem Abstand des

- -

(GXQ)O(_B—K)‘
Aufpunktes B der Geraden h von der Ebene E. Es gilt: d = :
uxv ‘

Bilde die HNF der Hilfsebene und setze den Aufpunkt B von h in die Abstandsformel
der HNF ein.
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Beispiel: (Nach Aufgabe S.144/13a)
Gegeben sind die Punkte A(-9 |3 [-3),B(-3|-6]0),C(-7|5|5)undD (4|8]0).
Berechnen Sie den Abstand der Geraden AB und CD

-9 6 —7 11
Losung: Die Geraden g : X=| 3 [+4:|-9|und h: X =| 5 |+ M- 3 | sind windschief
-3 3 5 -5

(wird hier nicht gezeigt!).
Fiir die Hilfsebene E, die g enthélt und zu h parallel ist, muss man zunichst den
Normalenvektor nmit Hilfe des Vektorprodukts der beiden Richtungsvektoren U und Vv
ermitteln:
6 11 36 4
-9Ix| 3 |=| 63 |=|7
3 -5 117 13
Als Aufpunkt wéhlt man den Aufpunkt A der Geraden g und bildet die Vektordarstellung der
Ebene:
4 -9
E:| 7 |o| X—| 3 ||=0 und damit die Koordinatendarstellung: E :4x, +7x, +13x, +54=0.
13 -3
—4X, — 17X, —13x,—54

326

Der letzte Schritt ist es nun, die Koordinaten des Aufpunktes B von h in die Abstandsformel
—4-(-7)-7-5-13-5-54| |-126| <8 24LE .

326 | 3726

0.

Die HNF ergibt sich leicht zu E:

der HNF von E einzusetzen: d (B,E)=
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5.9. Schnittwinkel

Bestimmung des Schnittwinkels zwischen zwei Geraden

Der Schnittwinkel zweier Geraden : X=A+Xi-u und h:X=B+ p-\? ist gleich dem spitzen

Winkel «, den die Richtungsvektoren u und \7festlegen.

UoV

|-

Fiir den Winkel « gilt dann: cosa =

Bestimmung des Schnittwinkels ;wischen Gerade und Ebene

Um den Schnittwinkel & zwischen der Geraden Q: X =A+X-u und der Ebene

E:no (Y - E) =0 zu ermitteln, berechnet man zunéchst den spitzen Winkel £, den der

Richtungsvektor U der Geraden g mit dem Normalenvektor n der Ebene E einschlieBt.

Es gilt dann: « =90°— 4.
uon

Fiir die Winkel ¢ und f gilt dann: sina =c0s(90°—a) =cos 8 =

c
S

Bestimmung des Schnittwinkels zweier Ebenen

Der Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen E, :n, o (Y - ﬂ) =0 und E,:n,o (Y - §) =0 ist
gleich dem spitzen Winkel «, den die Normalenvektoren nj und nt einschlieen.

o

=
21

2

Fiir den Winkel « gilt dann: cosa = ‘ﬁ‘ .
|t

>
>

I
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5 1
Ubung: Nach S.148/4a: Berechnen Sie den Schnittwinkel den Ebenen E, :| 0 [o| X —| 2 ||=0 und
1 0
6 2
E,:|1|o|X-|{3]]|=0
0 7
5) (6
0o 1
Es geniigt folgender Ansatz: CoSa = 1 \0 = 30 ~ 0,967 = o =14,71°
5 |(6Y) +26-437
01
1) (\O




